
������������	
������	
�

��
��������
������	���
���
����	����
����������

������������
�����
��	���
��
�� 
��
!! 
�"#��$%

���������	
�������
��

������
����������
��

�����
�����������

������
��
���		��
������
�����
�
����������
�����
�

��������

���������	�
���
�	�����	�������
����	��
�����������	���
�	�����	�������
���	��
����������
	�
���
��
�����	�
������
������	���	�
�����	�
�����������
�����	�������
����	��
���
�����	��������
���	��
��������������	���

�����
��
�����	��	������
��
������
��
�����
��
�
��	�
��	���
�	���
�
������	 ������


�
���
�	�����	���	��
���
���
���	��
�����������������
�
�
��
���
	�� �!�	�
� 
����� �"#$�� 	��� �
	 � ����	�� ��� ����
� �	���� �%#&��� 
��� ��
� �	�

�����
�������	���������	������	�
��������������
���
�
��������	�
�!�	�����

��������	
��	�����	�������
����	��
�������	�����	�������
���	��
�������	�
������
������

��
�����
������

'	��
�	�������
��
�
	������� ��	���

���	���
����������	�	������
����������
�
�	�
	�����	�
������
����������	������	����
	��������


���
��������
������	�������������

�	������������
������	����	�����	�����	������������������
� ����������������������
��	�
�
�
���

�
������� 	�������(�

�������� �
�
������� �)*�+���	�� ����
	�
�� ��
��

�� 
��




����
�	�����	��	���,
����	�
������
�������
����!�
�-./�����	�����������������
��	���	�
�
���������
����	���������
�����
	�
����	��	���
�����������
����	�0����	������
�����
	���
�����������	��	����
�
���������	��	�������
�������
��
���	�
������
�����������
	���
�
�	��
������������	�
��
��
�
��	������
���
1	���
��"%$2(3-4/�	����	��536�������
�
�
���������
���
�
������	����������	��!�	������
��
�����
��
����	�
�����
������
��	��


	���
��
�
�	�����	�������
��	��������
����	�����	�
������
�������
�

����
�������

1��	��
��

��
�
�

������	�����������
�������
���
�	�����	�����
���

��
����������������	��
�
�	��,	������
���
������	��������
����	��
�����������	�
��������
��78��
	���	������������������
��	��������
�	�
�����	���

��	����
���	����
����
����	�� ����
������� ������� 	��� !�	������
��	������ ��� ���
�� 	� ���
� �����
�

�
��
�
��	������
���
�����	�������	�
���	�
�	���
��	��
����
�����
���
�	�����	�������

��
������	�����-9/�����	�������������
�������
������
���	��
����������������	�
��	�
����
�	�
(�	��
�
1�	�������
�	�
����������
�������
��	����
���������	�
�	����������	��������
�������	������
�������*
����
����
��	� ��
�
�
�	��
������
�������
���
������	�
�������

������
�����	����
�������	�
	���
�	�����	���������
���
	��
�
�	�����	��,	������
���
���
�	��������
����-3/����
��
	���	����
���
������ 
��
���	������
��	����
� 
��
���
���	
�����	�������
��	�
��
������
�
��
	���	����
�����������
��	����� 
��
�������������



��� �����	
���
�����������������������������������	��

	��������������	�	�
�
��:	0�	�
�
�������������	�
�����	���	�����	��������
�
����	��
���	�
�
���������
���

��� �� 
� ��	�
�����
��������
	��
������������
��
���	��	��
����	���
����	����������
������4����
��

���������
������	����������
�
��
���#
������9�
��
�
������	�
������
����������������;��������
��	�
���������
����������
���	�
�
������	���������������

��
���������	
�������
��

������
����������

��
����� � ��� � ��
�	�
�������� � ��� ����

��
��	�-9/

&�����< '�
&

-
�




�(�/

�
��� �.�

< � �
�

�
��

�
�� �

.
� � � � �
1�

���4

)�(
* ( � 
 ( �(

��
�


*
��
�(�����<

� ��� 	

 �� 
 � �� �� ��

4 4

.

1�

.4 
1� � � ���
4���

)

) ( �
)

�4�

������<��;4��
���������*
�;4
�(�����<�.���
��	�
���
�����
�����	����������
�
�������=

�
��	�
���
� ��
������ ��	��
���	����>�& =�(��<� 



�(�����
�������
�	��
�
��
����������


�
�������
���
�������
�	������
����������������������
����
(���
��
��������



�(�������





�(��<�=�
���(�?�=��	����

��
���
�
�	�����	�����	�

&�
�

����< '�

�

-







�(�/

�
���

< '�
&

-







�(�/�@�




�A

�
(�/

�
���

< &�

�
����@�&�


�
�A

�
�������=�

< � �
�

� �� �
=

4
� � � � � ��� ���

�(* ( � 
 ( �( �9�

�������
���
������
�����	�����-3/�
�����<��;4�����������	����������
	����	���'�
�
� ����
�	�
�

�����
�
�
���	����
�'�
&
�� ����
�
����
���
�������
�	��	��	�����
(���
��
���������


�
�(��

�
�
����
���
�������
���
�
�
����
1�
��
�����(���
��
��������

�
�(��@�


�
�A

�
(��

��
���
(���
�����	�������	�������-8/�	�
���

����������
�����������
(���
�����	�
����	��������	����

����	�

����������	�	�������
����(���
�����	���4*������	�������
	����	�
���	�4*��
�������
���
������	���������

�
�������	��"B&��	���1����
�4*
����;�����	�
�������
�����	������
��	�>���
�.*������	�������-5��7/����	����
�����
	��
�����
��	���1�	�����
�����
	�����������
���
��
�����������
��	�
��
���
����(���
�����	�



�������	������������	
�����	�����	��������	�����������������	 ���

�����	�������-C��D/��
��	�
����������
������	���
���
����	�������<���;4�	�����<�+�;4�
�
� ��
� �
� ��
�
� 	���
�� ��� ,
���� ��
� 4*� ��	��
���	�����  
��
�� �
���
�� ��� ��
� .*
��	��
���	����� 
��
��

��
�����
�����������
�����
����
��

����

������	�
�����
�������	��������	����	��������
������
�������������
	����
���������

���
������� �
� ��
� ��	�
��� ��� 	� �
�
�� ��	�� �	�� �
� 
	����� ��
�� ��� ����
��
��� ��	�

�����
������ ������ ��	��
���� ������� ��
���� 
1��
�
��� ����� �����
������� ����
��������	��
��
��	�	������
���	�
�!�	����-../��E��	�F���������
�����

��
���
���	��
���
��


���
�����	����������
��	���
��	�
��
��

����	�
�!�	�����	��������
������
	�����
���
1������ ������
������ 	�� ��	�
� ��� 
������	�������
�� ��������(��
��	��
�������� ���
��	�
��	����������������.��G�4*(����;4*(��������	����
�����
	������� ��������
��
��
���	���
�
����
���1
��������
���	��	�����	����������


���
���������
�
�
!�
�������	���
��
���


���
����	�
�����	��,
�������


�
�����	�
��	��������� ��� ��
�����

��
�
��
��
��
�!�	���,
����


���
����	�
��
	��	��
�����	�,��,	����	�����
���G���
���
��������
���
��
�����
����
�
��������������������
��
�4*(����;4*(���������
�
���
�����


%#&���	��
���
������
	���
���
���


�
��
��
��

��	��
���
����	�
� H
 �	�������������	�
��	�
� 
� ����

��
��	�� 
�������� ����
�
�	��� ��
� �	��
��%#&���	��
�� ��
��
��
��������

�
���
����	�
�!�	�����

�,-�<
� �

� �

�� �
. .

4

= =

. H- � � � � � �/
� �

� )


 � ) 
 � )
��

�3�

.,�'�<
�
 �

� �� �
.=

488 488
.= ��� �/

�,-
�8�

��
�
������������
���,
��
���
���	�
��� H
 ����)��	���



����)��	�
���
��	���1�
�
�
�����
���


�
�����
��
��	���������	����	�
��	������)����1
��

���� !
�" ����#����
�$%& !''�$(
�$)!*"
+,-
�(.$)! /
+0-

!.$)! 



��� �����	
���
�����������������������������������	��

1�
����	��
��

����	�����

&��
���	�������	�������
�
��
�
���
���������
���������	�
���
���	�
������
�����
������ ����� 	��� ������ ��	�
� �����
������ 
1�
���
���� ������ ����;����� 	�

�������
����� ���

� �	���	�� ��	�
�� ��
��'
�	�����
��E	��	�	������ 485��� 485� ��1
���
����4��9�� ����� ��
� �
�������
�
	���
���
�����
�� ���

� ��	�
������������;�����
��
�	�
�0'�<�48>.�	����������


�
��� 
�	�����	�����
���:�0�� ��� �����
	�� ��	��	�� :�0�<�=�.
��	�
�!�	���������
��������
���	�����	�
������	��:�0�����
	�
�����	�
�!�	�����������
��
��������-=�D(./������������	�����������
�������������	���
����������
	���!�	�


����� �"#$�� ����
��� �
�����
	 �����	�� �������
� �	���� �%#&��� ����
��������	����
��
�
�
�����
��
����	�
�����
�	��
��

��
�����
���
�%#&���
����� ��
���	��
���
� 
�	�����	�����
�� :�0� 
���
	���
�� ���


��	�
���	�
��

���	����	�
��	����
����
����������8�	�(�������������
	��
���������8�	����	�
	�� :�0�<�=�.��
����� ��� ���� �	��
�����	�� :�0� ����
	�
�� ��
�
� ���	���
��
	�
� ���"#$�	��
����
����������� ��
�
� ��� ����
	�
� ���%#&��� ���'
�	� ��	�
� ������������"#$� �	�
�
��
	�
�������D=�3C��%#&������
	�
����47�37�	��:�0�<�=�D3��������������"#$��
��
	�
�
���.C3�49��%#&������
	�
����43�38�	��:�0�<�=�D5�
����	�
�0'��
�48>.��G��:�0�<�.�����;
����� 	����	��
�� ��� ����
�����	�� ��;�����
�
� 	�	��� ��	�
� !�	����� �
��	�
�� 	�
����	�
��������
�	�����	�����	����#����	����
������
�� ������	�
����������
���
��
�
��	�
�!�	�����	������	�
����������

�	��
�.���������
�����	�������
������	��������	������
����
������������	��

���	�����	�
�����������
	��
�����	��
.�	���4���	����������
��"#$�����������
	�����	�

	����	���
�"#$��������:�0�<�.�����	�����������������
�������
�
������"#$�����
��
��	���	������	�
���������������	������������
	����	����
�
��
����������
����	��
����
���
��
��
���
������	������	�
�����
1���������	��
�����

�,0*!
�

�$%&, �'$(
$2
����
,()
����
2$ 

�22! !(3
�%,�!'
2$ 

�
4
�5

&'&� &'0�

1!����� .,�' 1!����� .,�'
��23-, ������
4�5 �,- 6�/7 ������
4�5 �,- 6�/7

'$&G =�D3 D=�3C 47�37 =�D5 .C3�49 43�38
���$ =�D3 .D�79 93�=4 =�D7 78�7C 4C�48
EG�EG�G =�D8 C3�.8 47�78 =�D5 .48�9C 45�=5

�,0*!�

�$%&, �'$(
$2
��
,()
��
2$ 

�22! !(3
�%,�!'
2$ 

�
4
�5

&�
64�5
8
�7 0�
64�5
8
�7

��23-, �,- .,�'
6�/7 �,- .,�'
6�/7

'$&G .88�54 48�.4 .D.�77 43�44
���$ 87�5. 4D�33 7D�C7 4C�=3
EG�EG�G .97�D. 48�58 .9C�39 48�59



�������	������������	
�����	�����	��������	�����������������	 ���

�

�

�

�

�

� �

� �

� �

�

� � �

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

����
���<�=�.�

%#&��<�7�94�

����
���<�=�.�

%#&��<�5�C9�

����
���<�.�

%#&��<�48�.4�

����
���<�.�

%#&��<�43�44�

����
���<�.�

%#&��<�48�58�

����
���<�.�

%#&��<�4C�=3�

����
���<�.�

%#&��<�4D�33�

����
���<�.�

%#&��<�48�59�

����
���<�=�D7�

%#&��<�4C�9�

����
���<�=�D3�

%#&��<�47�8�

����
���<�=�D5�

%#&��<�43�38�

����
���<�=�D8�

%#&��<�47�C�

����
���<�=�D5�

%#&��<�45�.�

����
���<�=�D3�

%#&��<�93�=�

����
���<�=�7�

%#&��<�.7�79�

����
���<�=�7�

%#&��<�.3�C9�

����
���<�=�7�

%#&��<�4=�C3�

����
���<�=�7�

%#&��<�.C�.D�

����
���<�=�7�

%#&��<�.D�D4�

����
���<�=�7�

%#&��<�.5�8=�

����
����<�=�8�

%#&��<�D�C5�

����
���<�=�8�

%#&��<�C�=3�

����
���<�=�8�

%#&��<�.4�DC�

����
���<�=�8�

%#&��<�..�.7�

����
���<�=�8�

%#&��<�.=�D5�

����
���<�=�8�

%#&��<�D�.9�

����
���<�=�.�

%#&��<�.=�45�

����
���<�=�.�

%#&��<�.=�=3�

����
���<�=�.�

%#&��<�C�73�

����
���<�=�.�

%#&��<�C�39

��
�I�����	��'
�	���	�
 ��
�I�����	�����
���	�
 ��
�I�����	��E	��	�	���	�


���� !
�" ��%�*,3�$(
�!'�*3'
$2
36!

�22! !(3
�%,�!'
7�36
�58
�
�58
��9!*'

7�36

�
4
�5
2$ 
�, :�(�
;�<



��� �����	
���
�����������������������������������	��

30

25

20

15

10

5

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

P
S

N
R

FRFT

FRCT

Fractional order ‘a’

40

35

30

25

15

10

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

P
S

N
R

Fractional order ‘a’

FRFT

FRCT

5

20

�	��%#&��������	�����	��I��
���
���'
�	���	�


����%#&��������	�����	��I��
���
���E	��	�	���	�


���� !
�" ��%�*,3�$(
�!'�*3'
$2

�22! !(3
�%,�!'
7�36

�58
�
�58
��9!*'
7�36

�
4
�5

����%#&��������	�����	��I��
���
������
���	�


30

P
S

N
R

F ractiona l orde r �a �

28

26

24

22

20

18

16

14

12
10

0.1 0.30.2 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

F R F TF R F T
F R C TF R C T



�������	������������	
�����	�����	��������	�����������������	 ���

���������������	��
����!�
�
�����	�
������
����������������;������	 
����


������
��
� ��
�	�������	���	�	�
�
��:�0� ���	���
�
��
��
��%#&��� �
���"#$�	�������
�����
�������	����������	�
�	�������
������
��������������
���
��
����	�
�!�	����
	�� ����	�
�� ������������
��
�� ���������� 	��������	�
� �
��
�� 	�� ����	�
�� ��
����
�����	�����J����

����������

-./ G��E�K	�������.DD8���L��	�
������
������M�������
�*���N������������
������	��C.(CC�

-4/ ��������
����.DDC���LI����
�#
�
�������
���	�
������
������G���������N��%�����������������	

0��
������
��
.������
'������������E����	�
��G����	��	�

-9/ '�� E��G��
��	�� �.DD3��� L��
� ��	�����	�� �����
�� ��	��
���� 	��� ���
(
�
!�
���
�
��
�
��	������N��---
����9 
,����	
.����99���1���9=C3(9=D.�

-3/ G��K��'���	����*��"
���������O��O	�
�� ���	������2��*�����N��.DD5���#��
�������	��
��	�����	����	��
���	������
���#���	��%���
������N�I���������������5��.C(4=�

-8/ P��&��2
�
 �	���"�����$��
����4===���L��
�*����
�
���	�����	�������
���	��
����N�%����
�---
/�	*��
0��
������
��
,����	
.����99����
0������������9�
0������9�
 ���
,�9���9�
���	��������� 
��

-5/ )��"��I,	 �	���I��G�� 	���"��G��6��	��	���2��E�,�	�����.DD5���L*����	��������	������

��
���	�����	�������
����	��
����N���---
����9 
��
,����	
.����99�����11�D���4.3.(4.8=�

-7/ #����� %
���"��)��Q
�� 	��� �
������ �4==.��� L��
�*����
�
� ��	�����	�� �����
� 	��� #��

��	��
����N���---
����9 
��
,����	
.����99�����1=�5���..DC(.4=7�

-C/ #�����%
���"��)��Q
��	�����������
���� �4===���L*����
�
���	�����	�������
����	��
���N�
�---
����9 
��
,����	
.����99�����1>�8���.94D(.997�

-D/ G��E����

�� 	���)��"	����
,�� �4==4��� LG�#�	��
�
�� #���
�� �
� ��
� ��	�����	�� �����
�
��	��
���N��%�
������

-.=/ )��"��I,	 �	���O��O	�
�� ��	���"��G��6��	����4==.���L��
���	�����	�������
����	��
���
�����G�����	���������I������	���#���	��%���
�����N��R����K��
��J�#����

-../ ���#��Q
�� ��"��G��6��	���)��"��I,	 �	����4==.���L��	�
��
��
�
��	�����	��������
�����
M�������	�����	�������
����	��
���N��I�������������=?�478(47C�

�, @�()! 
�6,**,�
�
�6,A3�
��%, �

������	����	�����
����
��
�'	���	����
��������
��
�#��
��
�	����
���������6�	�	���)	��	�	���&*�G
-����	9:
!��;�����+��		�<����	 ���.>
9��*��*<����	 ���4

�%, &, 3,&
��(�6

*
�	���
����
�$�
���������J���������	�����
#	���'�����	����������
��
�$����

�����	����
��������
'�����	���%��F	����&*�G
-����	:
����!����!9����<����� ���


